X Congresso Brasileiro de Inteligéncia Computacional (CBIC’2011), 8 a 11 de Novembro de 2011, Fortaleza, Ceara
(© Sociedade Brasileira de Inteligéncia Computacional (SBIC)

ESTUDO DOS MECANISMOS DE FUNCIONAMENTO DO ALGORITMO DE
EVOLUCAO DIFERENCIAL

Fillipe Goulart, Felipe Campelo, Jaime A. Ramirez
Departamento de Engenharia Elétrica, Universidade Federal de Minas Gerais
{fgsm-c,fcampelo,jramirez } @ufmg.br

Resumo — Neste trabalho sdo apresentadas consideracdes tedricas e estudos experimentais sobre os mecanismos de funciona-
mento do algoritmo de evolucio diferencial (DE) para otimizacio ndo-linear. Uma relacio constante entre a matriz de covariancia
da populagdo em uma dada iteragdo do algoritmo e a covariancia correspondente da distribui¢do de probabilidade da mutacio
diferencial, representada pelo conjunto de vetores-diferenga possiveis, é obtida e utilizada para a andlise do comportamento
adaptativo do algoritmo.
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Abstract — This work presents theoretical considerations and experimental studies on the working mechanisms of the differen-
tial evolution (DE) algorithm for nonlinear optimization. A constant relationship between the covariance matrix of the population
at a given iteration of the algorithm, and the corresponding covariance matrix of the probability distribution for the differential
mutation operator, represented by the set of all possible mutation vectors, is obtained. This relationship is then employed for
analyzing the adaptive behavior of the differential evolution algorithm.
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1. INTRODUCAO

Ao longo das dltimas décadas, algoritmos evolutivos t€ém conquistado crescente atengcdo em suas aplicagdes para otimizagao
em diversos campos de ciéncia e engenharia. Particularmente para o caso de problemas nio-lineares com varidveis continuas,
o algoritmo de Evolugao Diferencial (differential evolution - DE) [1,2] tem se mostrado como uma ferramenta eficaz, robusta e
versatil para a exploragdo eficiente de espagos de busca com caracteristicas reconhecidamente desafiadoras para outras heuristicas
evolutivas, como a existéncia de interacdes fortes entre varidveis ou espacos de busca de dimensao elevada.

Apesar da diversidade e popularidade das aplica¢des deste algoritmo, avangos proporcionais na compreensao de seus me-
canismos de funcionamento ndo tem sido observados na literatura. Embora ponderagdes sobre o tema ndo sejam inéditas na
literatura cientifica [3], hd uma pronunciada escarsidade de investigacdes sobre a dindmica e propriedades de adaptacdo dos
mecanismos de variacdo da populacido do DE, responsaveis pela capacidade de exploracdo global e local deste método.

O presente trabalho propde uma investigacdo rigorosa destes mecanismos de adaptacio, e da dindmica evolutiva da populagdo
nos algoritmos de evolucdo diferencial. Em particular, sdo investigadas as propriedades do operador de mutacdo diferencial,
principal responsdvel pela capacidade autoadaptativa do DE a diferentes funcdes objetivo. Neste estudo inicial, serdo utilizados
problemas irrestritos com fungdes-objetivo quadriticas arbitrarias como problemas-modelo. Apesar de simples, estes problemas
podem fornecer informagdes importantes sobre a dindmica de adaptacdo dos vetores de mutacdo diferencial, possibilitando o
estabelecimento de diretivas e procedimentos analiticos e experimentais para uma investigacio mais sofisticada dos algoritmos
de evolugao diferencial.

Este artigo estd organizado da seguinte forma: na se¢do 2 sdo descritos o algoritmo basico de evolucdo diferencial e a forma de
implementagdo de seus operadores; a se¢do 3 inclui consideragdes tedricas e o resultado de investigagdes, tanto analiticas quanto
experimentais, sobre a dindmica do algoritmo. Algumas das consequéncias dos resultados obtidos sdo discutidas na se¢io 4, com
a defini¢@o de algumas conjecturas e ideias para a continuidade desta investigacao. Finalmente, a se¢@o 5 traz as consideragdes
finais e conclusdes do trabalho.

2. 0 ALGORITMO EVOLUCAO DIFERENCIAL

Evolugdo diferencial é um algoritmo evolutivo bastante simples e extremamente eficiente para otimizacdo continua [2]. Ao
contririo de muitos outros, ele niio faz uso explicito ! de distribuicdes de probabilidade para efetuar a mutacio: os parAmetros
empregados na variacdo sdo os proprios individuos da populagido, combinados por meio de operagdes simples de soma vetorial e
multiplicagdo escalar.

10 aspecto das equagdes nada remete a distribuicGes de probabilidade. Entretanto, como serd visto neste trabalho, o efeito da mutacio no algoritmo de
evolugio diferencial é semelhante ao acréscimo de uma perturbaco de distribui¢do conhecida a um dado ponto no espaco.
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Assim como outros algoritmos evolutivos, o DE € passivel de sofrer modificagdes, numa tentativa de adequar seu comporta-
mento diante de cada tipo de problema. Nao obstante, € verificado que essas mudancas podem acarretar resultados melhores para
uma determinada classe de problemas, embora frequentemente ao custo de degradagcdo do desempenho em outras. De forma ge-
ral, o DE bdsico se mostra suficientemente bom para problemas de otimizacdo em espagos continuos de problemas de otimizacao
aplicada a engenharia, razio pela qual esta instancia serd utilizada para as investigagdes descritas neste texto. O leitor interessado
nas varia¢des deste método € remetido a vasta literatura disponivel sobre o tema [2,4].

A estrutura do algoritmo de evolucdo diferencial segue uma sequéncia relativamente simples: considere uma populacdo de
vetores x; € R™, descrita por uma matriz P € R**", ou seja, contendo p vetores (individuos) n-dimensionais. Esta populagio
de pontos distribuidos no espaco de varidveis de otimizacdo € iterativamente modificada através da aplicacdo de operadores de
selecdo e variagcdo, de forma a promover a exploracdo do espaco em diversas escalas, da busca global inicial a um refinamento
local nas etapas finais do algoritmo.

A seguir, sdo apresentados os operadores utilizados pelo DE para esta modificagdo iterativa da populagdo P, na ordem em
que geralmente sdo aplicados.

2.1 Mutacio

O procedimento de mutagdo no algoritmo de evolucdo diferencial passa pela constru¢do de um vetor diferencial v; e sua
adicdo a um ponto qualquer da populagdo P. Para a composi¢do de v;, dois individuos quaisquer da populagdo, x;2 € x;3, sdo
subtraidos entre si:

A
Vi = X2 — X43

Para a composicdo do ponto mutado u; (também chamado frequentemente de vetor de teste), um terceiro individuo qualquer

X;1 € adicionado a uma ponderacdo do vetor diferencial, na forma:

u; = x5 + Fv; (D

onde F' € R € um dos parametros ajustidveis do DE, conhecido como fator de escala. Uma boa escolha de F' depende um
pouco do problema em questdo. A literatura técnica sobre o DE tende a recomendar 0 < F' < 1, sendo F' = 0,6 um valor
considerado razodvel para diversas situacdes [S5], € /' > 1 ndo recomendado [4]. Outra prética recomendada, e adotada neste
trabalho, consiste garantir a utiliza¢do de vetores diferentes entre si para a geragdo de u;, ou seja, X;1 7 X2 7# X3 7# X;.

2.2 Recombinacio

Este operador € o responsédvel pela criacio de um novo individuo X;, que serd posteriormente apresentado ao operador de
selecdo. Na geracdo de x;, sdo utilizados o i-€simo ponto da populagdo, x;; e o ©-ésimo vetor de teste, u,. No tipo de cruzamento
aqui utilizado, denominado binomial, cada componente de x; tem uma dada probabilidade de ser proveniente de x; ou do vetor
de teste correspondente. Matematicamente, a j-ésima componente do vetor recombinado?® sera dada por

Fi = { u; se U; <CR @)

Tij caso contrario

em que U; ¢ uma varidvel aleatoria de distribuicdo uniforme no intervalo (0,1), e CR € (0,1) é outro pardmetro do DE,
denominado fator de cruzamento. Resumidamente, este parametro determina o “grau de parentesco” de x; com u; (C'R grande)
ou com x; (C'R pequeno). Em diversos casos, este parametro pode ser entendido como a “probabilidade de cruzamento”. Estudos
na literatura recomendam C'R = 0, 8 [5].

Existe um outro tipo de recombina¢io comumente utilizado em evolugdo diferencial, nomeado exponencial, que nao serd de
interesse nesse trabalho. Como ultima nota, vé-se que a equagdo (2) pode ter seus sinais de desigualdade invertidos livremente,
desde que a ideia descrita no pardgrafo anterior seja similarmente ajustada.

2.3 Selecao

Mais simples que os outros dois operadores, a selecdo no DE é puramente deterministica: compara-se o desempenho do
1-ésimo pai, x;, com o do individuo mutado, X;, selecionando aquele que apresentar melhor valor para compor a préxima
populac@o. Assumindo um problema de minimizagio, o i-ésimo individuo da (¢ + 1)-ésima iteragéo € selecionado da forma:

xi(t+1) = { Xi(t) se fOalt) < F(%i(1)) 3)

x;(t) caso contrério
2.4 O DE basico

Com todos os blocos construtivos do DE discutidos, basta apenas uni-los. Isso é feito no algoritmo 1. Note que ele é vilido
tanto para minimizac¢do quanto para maximizacio de uma fungfo.

2Uma vez que o ponto “mutado” %; pode ser efetivamente criado durante processo de selecio, nio é raro que o DE seja descrito de forma resumida, sem
mengdo explicita aos operadores de mutacéo e recombinacao.
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Algorithm 1: Evolugao Diferencial béasico

1 inicio

2 Inicialize o contador de iteragdes ¢ <— 0

3 Inicialize os parametros de controle F'e CR

4 Inicialize a populagdo P(t) com u pontos n-dimensionais

5 Avalie o desempenho f(x;(t)) de todos os pontos x;(t) € P(t)
6 enquanto Condicdo de parada ndo for atingida faca

7

8

9

para todo x;(t) € P(t) faca
Crie o individuo de teste, u,(t); /+x Eq. (1) %/
Crie o individuo recombinado, X; (¢); /* Eq. (2) %/
10 Avalie o desempenho f(%;(t))
1 se f(xi(t)) é melhor que f(x;(t)) entdo /* (Eq. () =/
12 ‘ xi(t+ 1) « x;(t);
13 senao
14 | xi(t 4+ 1) « xi(t)
15 fim
16 fim
17 t—t+1
18 fim
19 Retorne o individuo com melhor desempenho como solugio
20 fim

Para expressar as mais diversas instincias nas quais o DE é normalmente utilizado, emprega-se a nota¢do padrdo DE/x/y/z,
em que z representa o método de selecdio o vetor base; y indica o nimero de vetores-diferenca empregados na etapa de mutacio;
e z o método de cruzamento usado. Assim, pode-se resumir o algoritmo empregado neste trabalho como DE/rand/1/bin, que
significa escolha aleatdria (rand) do vetor base, um unico vetor diferenca utilizado (1), e método de cruzamento binomial (bin).
Outras variacdes do DE podem ser encontradas na literatura [4, 5].

Uma vez delineada a estrutura do algoritmo tratado nesse trabalho, parte-se para um estudo mais aprofundado acerca de seus
mecanismos de funcionamento.

3. CONSIDERA COES TEORICAS

Apesar da vasta utilizacao da evolugao diferencial em diversas aplicacdes de otimizacdo, observa-se na literatura uma caréncia
de trabalhos abordando o problema de modelagem estatistica e matemética dos mecanismos de operagdo deste algoritmo, bem
como da caracteriza¢do de sua dindmica e comportamento em familias de fungdes-objetivo. O presente trabalho propde-se a
investigar certas caracteristicas comportamentais do DE, bem como seus mecanismos de funcionamento. Para isso, € necessario
fixar um foco antes de partir para generalizagdes.

Neste trabalho, serdo utilizadas fun¢des-objetivo quadréticas, cujas superficies de nivel representem elipsoides rotacionados
em relacdo aos eixos coordenados, ou seja, funcdes da forma:

f(x) = %XTHX +dTx +¢ “)

com a matriz Hessiana H constante, simétrica e definida positiva. Embora esta classe trate de problemas relativamente simples,
o estudo do comportamento do DE nesta familia de fun¢des pode fornecer informagdes importantes sobre os mecanismos de
funcionamento deste algoritmo, bem como pistas para sua dindmica em fun¢des de maior complexidade. A evolucdo diferencial
utilizada para este estudo serd a instdncia mais comumente encontrada na literatura, DE/rand/1/bin, com pardmetros F' = 0,6
e CR = 0,8. Os critérios de parada adotados, quando necessdrio, serdo definidos como a execug¢do de um nimero méaximo de
iteragdes ou de avaliagdes de fungdo, ou ainda estabiliza¢do da populacido em torno de um dado ponto.

3.1 Consideracoes Iniciais

Através de observagdes preliminares da dindmica do algoritmo em problemas com duas dimensdes, percebeu-se uma tendéncia
da populacio de se distribuir ao longo das dire¢des dos semieixos principais dos elipséides de nivel do problema, independente
da rotagio da funcio objetivo®. Apés este alinhamento inicial, a populacio tende a comprimir-se rumo ao étimo, resultando no
processo de convergéncia a solu¢do do problema.

Os vetores de diferencas também apresentam a mesma caracteristica, ilustrada na Fig. 1. Esta figura ilustra as curvas de
nivel de uma fun¢do quadratica rotacionada em relacdo aos eixos z e y, sobrepostas ao conjunto de todos os possiveis vetores-
diferenca de uma populag¢do normalizada no intervalo [0,1]. Pode-se perceber que, a partir de uma distribuicéo inicial sem uma
estrutura definida, os vetores-diferenga comecam a apontar nas dire¢des das curvas de nivel com o passar das iteracdes. Além
disto, pode-se notar uma redugdo progressiva em sua amplitude, indicando a ocorréncia de passos de mutagdo menores a medida
em que o algoritmo caminha rumo a convergéncia.

30 que esta de acordo com o fato de o comportamento do DE ser invariante i rotagdo de coordenadas [4]
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Figura 1: Curvas de nivel de uma fun¢do quadrdtica, de duas varidveis, e comportamento dos vetores-diferenca no decorrer do
algoritmo. Em ¢ = 0, as setas sdo dispostas ao acaso. Apds t = 6 iteracOes, ja é possivel notar um certo alinhamento em relacdo
as curvas de nivel, e uma pequena reducdo da magnitude de cada vetor. Em ¢ = 14, as setas ja estio bem menores e mais
alinhadas, indicando uma possivel convergéncia da populac@o. A partir da iteracdo vinte (em média), as setas eram tao pequenas
que a escala adotada perdia a capacidade de discriminacdo entre os vetores.

Essa observacdo sugere um aspecto interessante do algoritmo. Examinando a equacdo (1), vemos que cada vetor de teste é
obtido a partir de adi¢do a um dado ponto da populacdo de um vetor que, como observado, € obtido a partir de um conjunto de
possiveis vetores-diferenca que tende a se alinhar de acordo com as caracteristicas da funcio objetivo, com uma magnitude que
se ajusta ao longo das iteracdes de forma a explorar diferentes escalas desta fung@o. Estas observa¢des nos permitem construir
a seguinte conjectura: o DE funciona por meio da adaptacdo do mecanismo de variacdo (mutacdo diferencial) a forma da
fungdo objetivo. Note o cuidado que deve ser tomado ao expressar esta conjectura: nada € dito a respeito da forma da funcdo
objetivo. Neste trabalho, isso é verificado para fungdes quadraticas, conforme explicitado anteriormente. Ha suspeitas que este
comportamento também se verifique para problemas mais gerais, e isso € mencionado na se¢ao de discussdo.

3.2 Relacao entre as distribuicoes da populacao e dos vetores-diferenca

As imagens da Fig. 1, juntamente com as equacdes que regem os operadores do DE, permitem suspeitar que hd uma forte
relacdo entre a distribuicdo da populacdo e a dos vetores-diferenca. A abordagem utilizada para tratar isso € por meio de suas
propriedades estatisticas, mais precisamente, suas matrizes de covariancia, Cp (da populagdo), e Cy (dos vetores-diferenca).
De fato, hd uma relagdo muito simples entre elas, descrita pelo teorema 3.1.

Teorema 3.1. (Relagdo entre Cp e Cy) Seja P € R**™ uma matriz contendo p vetores n-dimensionais, e V. € Re(n—1)xn
uma matriz contendo todas os possiveis vetores-diferenca gerados a partir de pontos distintos contidos em P. Sejam ainda
Cp € R"™ e Cy € R" ™ as matrizes de covaridncia amostral obtidas a partir dos vetores em P e 'V, respectivamente. Dadas
estas matrizes, pode-se mostrar que ambas sdo relacionadas por um escalar dependente apenas do valor de pi:

2p(p — 1)
plp—1) =1

A prova deste teorema € descrita no Apéndice A. O efeito desta relagdo, no caso do DE, é uma relacdo direta entre a populagdo
e a distribui¢do dos vetores-diferenca, que por sua vez influenciam fortemente na distribuicao da populacdo nas iteracdes pos-
teriores, o que sugere um sistema de autoadaptacdo dos mecanismos de variacdo do algoritmo de evolugdo diferencial. Outra
consequéncia desta relacdo € a possibilidade de se investigar certos aspectos estatisticos do operador de mutacdo diferencial a
partir da dindmica evolutiva da populag¢ao do DE, e vice-versa. Esta propriedade pode ser explorada, por exemplo, no estudo do
alinhamento da populag¢@o com as hipercurvas de nivel de uma fungdo objetivo.

CV: CPZFCCP

3.3 Alinhamento com as Hipercurvas de Nivel da Funcao Objetivo

Como ilustrado na Fig. 1, observa-se que os vetores-diferenca (e, consequentemente, os pontos da popula¢do) exibem uma
certa tendéncia ao alinhamento com as hipercurvas de nivel de uma fungdo objetivo quadratica. Este alinhamento pode ser
expresso em termos dos autovetores de Cy (ou Cp), que tendem a ficar paralelos aos eixos principais das elipses.

Considerando que as fun¢des estudadas neste artigo sdo descritas por (4), tem-se que as mesmas possuem uma matriz Hessiana
H constante e invertivel, com os autovetores desta matriz apontando na dire¢do dos eixos principais das hipercurvas de nivel
da fun¢@o. Assim sendo, estes podem ser utilizados como referéncia no alinhamento entre a populacio e a fung@o objetivo.
Entretanto, os autovalores da Hessiana sdo proporcionais a curvatura da fung¢do objetivo, enquanto que as hipercurvas de nivel
tendem a ser inversamente proporcionais a esta caracteristica. Desta forma, para fins desta andlise, é preferivel utilizar os
autovetores e autovalores da inversa da Hessiana, H™': os primeiros ainda formam um eixo que acompanha as hipercurvas
de nivel, enquanto que os ultimos escalonam corretamente os autovetores de acordo com a “suavidade” da funcdo na direcao
apontada.
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Uma ilustracdo desse processo em duas dimensdes pode ser observada na Fig. 2, que exibe os autovetores escalonados da
inversa da Hessiana (fixos nas quatro figuras), e os da matriz de covariincias da popula¢io* . Vale lembrar que, como H! e Cp
sao simétricas, seus respectivos autovetores serdo perpendiculares entre si, como se vé€ na figura. Nota-se que inicialmente os
vetores caracteristicos de Cp estdo dispostos ao acaso, mas que rapidamente tendem a ficar paralelos aos de H™!, oscilando em
torno desse “estado de equilibrio”. Pode-se supor que estas oscilagdes representem um efeito de populacio finita, como sugerido
em [3].

Figura 2: Observagio do alinhamento dos autovetores de Cp e de H™!, nas iteracdes 0, 2, 16 e 45 de um DE bdsico com
populagdo 1 = 20, na minimizagio da fungdo f(z1,z2) = 22 + 322 — 2x115. Os autovetores da inversa da Hessiana correspon-
dem as setas fixas. Os vetores sdo proporcionais a seus respectivos autovalores. Note que na iteragdo 16 os vetores aparentam
estar exatamente paralelos, mas em iteragdes posteriores ocorre uma oscilagdo em torno desse “equilibrio”, como mostra a figura
da iterac@o 45, na qual os vetores se mostram menos alinhados que em ¢ = 16. Os autovalores correspondentes a cada autovetor
também oscilam em sua propor¢ao, ao redor daquela definida pelos autovalores da inversa da Hessiana.

Para funcdes em maiores dimensdes, é necessdrio criar outro procedimento para avaliar tal alinhamento, uma vez que o
método gréfico se torna invidvel. Uma alternativa € a utiliza¢do de uma métrica de dissimilaridade capaz de mensurar adequada-
mente a distncia entre dois conjuntos de vetores ortogonais. A dissimilaridade entre um par qualquer de vetores normalizados
¢ definida como:

dijé1—|ui-uj| (5)

onde u; - u; retorna o produto escalar dos vetores. Note que esta métrica de dissimilaridade atribui uma distdncia méxima unitéria
a vetores ortogonais entre si, e considera dois vetores em paralelo (ou antiparalelo) como tendo distancia zero.

Para o célculo da distancia total entre os dois conjuntos de autovetores de interesse, o seguinte procedimento ¢ utilizado: os
autovetores de ambas as matrizes H~! ¢ Cp sdo ordenados em ordem decrescente de seus autovalores correspondentes. Seja
dH¢ a dissimilaridade entre o i-ésimo autovetor ordenado da matriz H~! e seu correspondente da matriz Cp. A distincia total
entre os dois conjuntos de autovetores € entdo definida como:

(6)

Esta métrica é aqui utilizada como uma medida do desalinhamento total entre os pontos da populacdo do DE em uma dada
iteracdo e as hipercurvas de nivel da func¢io objetivo sendo minimizada.

A Fig. 3 mostra o grafico de dissimilaridade média para a fungdo de teste f(x) = nz?+ (n—1)23 +. ..+ 22 com dimensdes
variando de 22 100 , e tamanho de populagiio do DE definido como z = 2n. O comportamento observado para a dissimilaridade
média entre a distribuicdo dos vetores de diferencas e as hipercurvas de nivel desta fun¢do objetivo revela um padrdo interessante,
onde um aumento linear no tamanho da populagdo € suficiente para contrabalancear o aumento de complexidade resultante da
elevagdo da dimenséo do problema. Experimentos com outras constantes de linearidade para a relacdo p = an sugerem que esta
propriedade se mantém, com variag¢@o apenas do valor de dissimilaridade no qual o algoritmo se estabiliza.

4. DISCUSSAO

Um primeiro ponto a ser observado € o fato de todas as funcdes utilizadas como exemplos na se¢do anterior apresentarem
curvas de nivel com um dos eixos mais “alongado” que os outros (i.e., ndo-esféricas). A razdo para isso é permitir uma melhor
visualizacio do alinhamento da populacio e dos vetores-diferenca (bem como seus autovalores) a forma da funcdo® . Embora esta
escolha possa parecer um tanto quanto arbitraria (e, de fato, testes com fungdes esféricas como f(x1,x2) = x? +2 nio exibem o
comportamento de alinhamento esperado), esta observagio ndo deve ser tratada como um contraexemplo a hip6tese basica desse

4Recorde que nio faz diferenca escolher a matriz da populagio ou de vetores-diferenca. A escolha foi feita visando a uma facilidade maior na determinacio
de P que na determinagdo de V.

30 fato de f(x) possuir semieixos principais alinhados com os eixos coordenados ndo afeta a generalidade dos testes, uma vez que o DE & insensivel 2
rotacdo [4].

6Por isso o uso da fungio nio tdo difundida na secio anterior, em que os coeficientes foram convenientemente escolhidos tanto para facilitar a construcio da
Hessiana como para permitir eixos com autovalores diferenciados.
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Figura 3: Dissimilaridade para o DE na otimizacéo da fungdo f(x) = Z:':l (n+1—1)z?. Para cada dimensdo foram executadas
25 replicacdes do experimento, com os pontos em cinza simbolizando a dissimilaridade média em cada replicacdo e o ponto
central (em azul) a média geral para a dimensdo. O tamanho de populagdo utilizado neste caso foi ¢ = 2n, mas comportamentos
similares foram observados para outros valores de p variando linearmente com a dimensao do problema.

trabalho. Relembrando a conjectura inicialmente levantada, o DE funciona por meio da adaptagdo do mecanismo de variagdo a
forma da fun¢do objetivo, temos que para o caso de fungdes com simetria esférica em suas hipercurvas de nivel qualquer dire¢do
escolhida serd satisfatéria. Essa situacdo pode ser considerada, na verdade, um caso trivial. Contudo, é necessdrio perceber
que a métrica de distancia adotada, a dissimilaridade, serve para mensurar a distancia entre os autovetores da populagdo e os da
inversa da Hessiana da fun¢do, e ndo a distancia entre a forma da populagdo (ou dos vetores-diferenca) e a forma da func¢do. Para
essa situagdo, tal métrica pode nao ser adequada, sendo necessdrio o desenvolvimento de outra ferramenta para uma eventual
aplicagdo destes conceitos em, por exemplo, variacdes do mecanismos de autoadapta¢do do DE.
Um segundo ponto de interesse emerge a partir do comportamento observado e o mecanismo de mutagdo do DE. Relembrando
a definicdo deste operador, explicitada na equagdo (1), vimos que é possivel nomear o fator F'v apropriadamente de passo de
mutagdo. Tendo isso em vista, e efetuando um empréstimo da terminologia do algoritmo estratégias evolutivas com adaptacdo de
matrizes de covariancia, abreviado por CMA-ES (covariance matrix adaptation - evolution strategies) [6], é tentador rescrever
(1) como
u; = X1 + UN(O, Cv) (7)

onde A indica um termo retirado de um distribui¢do normal, o um escalar (como o fator multiplicativo F') usado para representar
o tamanho do passo de mutacio, e Cy é a matriz de covariancias dos vetores-diferenca’ Verificagdes experimentais preliminares
utilizando andlise de componentes principais e teste de Lilliefors para avaliacdo de normalidade [7] confirmam que a distribuicao
dos vetores de diferengas é realmente modeldvel como uma varidvel Gaussiana multidimensional 8 . Esta alteragdo na notagio do
algoritmo, juntamente com um mecanismo autorrealimentado de adaptagdo das matrizes de covariancia envolvidas na geracdo
de novos pontos ao longo do processo evolutivo, sugerem uma conexao proxima com os mecanismos evolutivos do CMA-ES. Se
confirmada, esta semelhanca pode possibilitar a utilizacdo do grande corpo de conhecimento analitico ja desenvolvido para este
ultimo algoritmo para a andlise dos mecanismos de funcionamento do DE.

Finalmente, este trabalho limitou-se a fun¢des quadraticas, tirando proveito de suas caracteristicas (e.g., existéncia de matriz
Hessiana constante) na execugdo dos testes e andlise do comportamento do DE. A andlise do comportamento do algoritmo de
evolucdo diferencial em problemas com fungdes objetivo de maior complexidade é um trabalho de continuidade cujo desenvol-
vimento certamente serd facilitado pelos resultados obtidos no presente artigo.

5. CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou consideracdes tedricas sobre os mecanismos de funcionamento e adaptacdo do algoritmo de
evolugdo diferencial. A relacdo constante entre os individuos da populagdo em uma dada iteracdo e a distribuicdo de vetores-
diferenca, responsaveis pela direcdo de exploracido do espaco de busca, foi demonstrada e caracterizada. O comportamento de
ajuste desta distribui¢o as curvas de nivel da func¢ao objetivo também foi investigada para fun¢des quadraticas de matriz Hessiana
constante, indicando uma forte tendéncia a ocorréncia deste alinhamento para esta classe de fungdes. Estas observagdes formam

7Conforme visto, é possivel permuté-la com a matriz de covariancias da populagio, C p, com o fator de proporcionalidade & incorporado em o. O uso de
C p tende a ser mais conveniente para andlise.

8De fato, pode-se argumentar que o conjunto de vetores-diferenca provavelmente seria melhor modelado por uma distribui¢io T multidimensional. Entretanto,
o nimero de diferencas possiveis € geralmente alto o suficiente para permitir a utilizagdo da aproximag@o normal sem prejuizos a andlise.
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a base para a elaboragdo de experimentos de sequéncia para a caracterizagdo do comportamento do DE em fun¢des mais gerais
e de maior complexidade.
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APENDICE A: PROVA DO TEOREMA 3.1

Demonstragdo. Sejam P e V definidas como:

[ (w11 —22,1) (x12—222) - (T —T2m)
i1 Ti12 0 Tin
p_ | f¥ TRz fam ve | @u-z)  (@we—we2) 0 (Tin = Tun)
: : : : (21 — x1,1) (r22 —x12) - (T2n — T1,n)
Tyl Tp2 - Tyun
L (@p1 —2p-11) (@p2—Tu—12) 0 (Tpn — Tp—1m) |

i.e., com a matriz V formada pela subtragdo dois a dois dos p individuos. Consequentemente, o niimero de linhas nesta matriz é

dado por:
|
Y A _ 1
1 <2 (2] p(p—1)
com o fator 2 aparecendo devido aos termos simétricos. As matrizes de covaridncia podem ser expressas como:
SP(LI) SP(lvn) SV(lal) SV(lan)
Cr=| & Cv=| =
sp(n,1) -+ sp(n,n) sy(n,1) -+ sy(n,n)

em que s(a, b) representa a covaridncia amostral entre a a-ésima e a b-ésima varidveis das respectivas matrizes, para quaisquer
a,b € {1,...,n} °. A expressio Cy = kCp pode ser deduzida mostrando-se que sy (a,b) = rsy (a,b), pois isso prova a
relagdo para todos os elementos das matrizes. Para tal, considere que x e y representam termos das colunas a e b, respectivamente,
de P; e u e v representam termos correspondentes em V. As covariancias amostrais podem ser calculadas a partir de:

1 & 1 K
o) = St = 1 (S )
- . (8)

1 p(p—1)

ud B L 1
— ;(ul —u)(v; —v) = m ; U;V;

sy(a,b) = —

W
onde as médias amostrais % e v sdo iguais a zero por defini¢do, uma vez que cada vetor-diferenca possui seu vetor simétrico.
Expandindo o somatdrio do termo sy (a, b):

n(p—1)
> wivi = (21— w2) (Y1 — y2) + -+ (@1 — ) (Wi — y) + (02— 20) (W2 —y1) + -+ (@ — 2 1) Y — Y1)

= Z > (@i — ;) (i — yj)

O termo j # 4 no somatdrio tem como fungdo indicar que, na construgio dos vetores-diferenca, ndo se realiza a diferenca de
um vetor com ele proprio. Este termo, entretanto, pode ser facilmente eliminado considerando-se que a diferenga entre um vetor
e ele mesmo é nula, nada modificando na soma final. Assim, é possivel escrever:

sy (a,b) = ;Z .

-1 —1 (zi — 25)(yi — vj)

m
=1

i=1j

Evidentemente, s(4, i) = sf representa a varidncia marginal da ¢-ésima coordenada.
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Expandindo os produtos acima, temos:

sy(a,b) = ——mm——

plp—1) =1+

(xiys — Yy — 23y + T5Y5)

1 H
=1

I
WZ szyl yzzxj—xlz:g]+zx]y]
1

1=
W—/ H/—’ A/—/
BTiYi HTY; HYT;

= f szzyz szyz ﬂyzwl"_zzxjyj

(g i=1j=1
7 H/—/ ~———
2z n2zy IR

Da equagdo (8), temos que > 4 _; Txyr = (1 — 1)551) + pxy. Somando-se os termos semelhantes, temos:

1

sv(a,b) = W=D -1 [ — 1)l y + p° 2y — 202y + pp — 1)sk, + p2zy]
- M@(a b)
plp—1) =177

Portanto, para qualquer elemento das matrizes de covariancia:

L osviab) o 2p(p—1) ©)
sp(a,b)  p(p—1)—1
O
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